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1
p; qを実数の定数とする。方程式 x3 + px2 + qx+ 1 = 0が x = ¡1 +

p
3i

2
を解にもつと

き，p; qの値を求め，x = ¡1 +
p
3i

2
以外の解をすべて求めよ。

実数係数の方程式 x3 +px2 + qx+1 = 0が虚数 ¡1 +
p
3i

2
を解にもつことから，p; qの関係式

を導くことを目指せばよく

・共役複素数 ¡1¡
p
3i

2
も解であることを用いる

・与式に ¡1 +
p
3i

2
を代入する

などの方法がある。「解答」では，共役複素数 ¡1¡
p
3i

2
も解であることに着目して，整式の割り

算を用いてみよう。

f(x) = x3 + px2 + qx+ 1とおく。実数係数の方程式 f(x) = 0が
・・
・・
・

虚数 ¡1 +
p
3i

2
を解にもつとき，それと共役な複素数 ¡1¡

p
3i

2
も

・・
・・
・・
・・
・・

解にもつ。 ¡1§
p
3i

2
を解にもつ 2次方程式は，解と係数の関係より

・・
・・
・・
・・
・

x2 + x+ 1 = 0
・・
・・
・・

であるから，f(x)は x2 + x+ 1で割り切れて
・・
・・
・・

f(x) = (x2 + x+ 1)(x+ p¡ 1) + (q¡ p)x+ 2¡ p ▲x3+px2+qx+1を x2+x+1
で割った。このとき，余りは
0 になる。

・・
・・
・・

したがって
・・
・・
・・

q¡ p = 0; 2¡ p = 0
・・
・・
・・

が成り立つ。よって求める p; qは
・・
・・
・・

p = q = 2
・・
・・
・・

であり，f(x)は
・・
・・
・・

f(x) = (x2 + x+ 1)(x+ 1) ▲f(x) に p = q = 2 を代入し
て整理した。

・・
・・
・

となるから，f(x) = 0の x = ¡1 +
p
3i

2
以外の解は

・・
・・
・・
・・
・・

x = ¡1;
¡1¡

p
3i

2
・・
・・
・・
・・
・・

1 解と係数の関係を利用する
「解答」では因数定理を用いて p; qの関係式を求めたが，解と係数の関係から p; q; (方程式の解)
の関係式を導く方針もある。
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実際に紹介する前に，3次方程式の解と係数の関係について確認しておこう。
3次方程式 ax3 + bx2 + cx+ d = 0の 3つの解を ®; ¯; °とするとき

ax3 + bx2 + cx+ d = a(x¡ ®)(x¡ ¯)(x¡ °)

= ax3 ¡ a(®+ ¯+ °)x2 + a(®¯+ ¯°+ °®)x¡ a®¯°

が成り立つので
b = ¡a(®+ ¯+ °); c = a(®¯+ ¯°+ °®); d = ¡a®¯°

Ú ®+ ¯+ ° = ¡ ba ; ®¯+ ¯°+ °® =
c
a ; ®¯° = ¡

d
a

が得られる。
さて，それでは上で確認したことを踏まえて解と係数の関係を用いた方針を紹介しよう。

実数係数の方程式 f(x) = 0が虚数 ¡1 +
p
3i

2
を解にもつとき，それと共役な複素数 ¡1¡

p
3i

2

も解にもつ。いま，残りの解を aとすると，解と係数の関係より

[ ¡1 +
p
3i

2
+
¡1¡

p
3i

2
+ a = ¡p

¡1 +
p
3i

2
¢
¡1¡

p
3i

2
+
¡1¡

p
3i

2
¢ a+ a ¢ ¡1 +

p
3i

2
= q

¡1 +
p
3i

2
¢
¡1¡

p
3i

2
¢ a = ¡1

Ú X¡1 + a = ¡p …………………………………………………………………………①
1¡ a = q …………………………………………………………………………… ②
a = ¡1

a = ¡1を①，②に代入して p = q= 2が得られる。

2 直接代入して計算する
計算はやや大変だが，x3 +px2 + qx+1 = 0の式に x = ¡1 +

p
3i

2
を代入して計算してもよい。

実際に計算すると

f# ¡1 + p3i
2

; = # ¡1 + p3i
2

;3 + p# ¡1 + p3i
2

;2 + q# ¡1 + p3i
2

;+ 1
= 1+ p# ¡1¡p3i

2
;+ q# ¡1 + p3i

2
;+ 1

= 2¡
1
2
(p+ q) +

p
3
2
(q¡ p)i

となる。f# ¡1 + p3i
2

; = 0で，p; qは実数なので，複素数の相等より
2¡

1
2
(p+ q) = 0;

p
3
2
(q¡ p) = 0

これを解いて，p = q= 2が得られる。


