
　今回は不等式の証明の応用として，相加平均と相乗平均の大小関係（相加・相乗平均の関係）
を取り上げます。最大・最小問題などで登場することもありますが，証明問題として出題され
ることも多いので，自在に使いこなせるようにしておきましょう。

a > 0，b > 0のとき，相加平均 
a + b

2
と相乗平均 abの間には，次の大小関係が成り立つ

a + b
2

 ≥ ab　（ただし，等号が成り立つのは a = bのとき）

　なお，この関係式は
a + b ≥ 2 ab

の形で適用することも多いので，こちらも合わせて覚えておきましょう。

【例題１】
　x > 0，y>0のとき，次の不等式が成り立つことを証明せよ。また，
等号が成り立つのはどのようなときか調べよ。

( 2x + y )��
1
x

 + 
1
2y

 ⎞⎠ ≥ 
9
2

【解答】
　与えられた不等式の左辺を展開すると

( 2x + y )��
1
x

 + 
1
2y

 ⎞⎠  = 2 + 
x
y

 + 
y
x

 + 
1
2

 = 
x
y

 + 
y
x

 + 
5
2

ここで，x > 0，y>0より

x
y

 > 0， y
x

 > 0

だから，相加・相乗平均の関係より

x
y

 + 
y
x

 + 
5
2

≥ 2
x
y
･ y

x
 + 

5
2

 = 2 + 
5
2

 = 
9
2

（証明終）

　そして，等号が成り立つのは

x
y

 = 
y
x
　　すなわち　　x2 = y2

より
x = yのとき　（答） 

相加・相乗平均の関係

▼ x
y

 と 
y
x
のように，積

に文字が現れない 2

数に着目するのがポイ
ントです。

▼

必ず確認するようにし
ましょう。

▼

等号成立条件を求めま
す。
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【例題２】

　a > 0のとき，2a + 
1
3a
のとり得る値の最小値と，そのときの aの値

をそれぞれ求めよ。

【解答】
　a > 0のとき

2a > 0， 1
3a

 > 0

だから，相加・相乗平均の関係より

2a + 
1
3a

 ≥ 2 2a･ 1
3a

 = 2 
2
3

 = 
2 6

3

　ここで，等号が成り立つのは

2a = 
1
3a
　　すなわち　　6a2 = 1

より

a = 
1
6

 = 
6
6

のときである。
　以上より，求める最小値と，そのときの aの値は

　　　　　最小値： 
2 6

3
�
� a = 

6
6
のとき ⎞⎠　（答）

▼

必ず確認するようにし
ましょう。

▼

最小となるときの aの
値を求めるために，等
号成立条件を求めま
す。

　次の各問いに答えよ。
⑴ a > 0，b>0のとき，次の不等式が成り立つことを証明せよ。また，等号が成り立つ
のはどのようなときか調べよ。

( a + b )��
1
a

 + 
1
b

 ⎞⎠ ≥ 4

（徳島大．改）

⑵ a > 0のとき，a + 
17

a + 4
は a = キ において最小値 ク をとる。

（東海大）

チェック
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⑴ 与えられた不等式の左辺を展開すると

( a + b )��
1
a

 + 
1
b

 ⎞⎠  = 1 + 
a
b

 + 
b
a

 + 1

 = 
a
b

 + 
b
a

 + 2

　ここで，a > 0，b>0より

a
b

 > 0， b
a

 > 0

　だから，相加・相乗平均の関係より

a
b

 + 
b
a

 + 2  ≥ 2
a
b
･ b

a
 + 2

 = 2 + 2 = 4 （証明終）
　　そして，等号が成り立つのは

a
b

 = 
b
a
　　すなわち　　a2 = b2

　より
a = bのとき　（答）

⑵ 与えられた式を変形すると

a + 
17

a + 4
 = a + 4 + 

17
a + 4

 - 4

　ここで，a > 0のとき

a + 4 > 0， 17
a + 4

 > 0

　だから，相加・相乗平均の関係より

a + 4 + 
17

a + 4
 - 4  ≥ 2 ( a + 4 )･ 17

a+4
 - 4

 = 2 17 - 4

　　そして，等号が成り立つのは

a + 4 = 
17

a + 4
　　すなわち　　( a + 4 )2 = 17

　より
a = 17 - 4

　のときである。
　　以上より，求める aの値と最小値は

キ： 17 - 4，ク：2 17 - 4　（答）

解　答

▼
積に文字が現れない
a
b

 と 
b
a
の 2数に着目

します。

▼

必ず確認するようにし
ましょう。

▼

等号成立条件を求めま
す。

▼

積に文字が現れないよ
うに，分母の a + 4と
同じものをつくる方針
で変形するのがポイン
トです。

▼

最小となるときの aの
値を求めるために，等
号成立条件を求めま
す。
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※ここからは『Z Study　解答用紙編』の数学「入試数学を知る」２枚目にご記入ください。

　　　次の各問いに答えよ。（配点　50）
⑴ a > 0，b > 0のとき，次の不等式が成り立つことを証明せよ。また，等号が成り
立つのはどのようなときか調べよ。

　ⅰ　 a
2

 + 
1
a

 ≥ 2
　
（15点）

　ⅱ　�� a + 
1
b

 ⎞⎠ 
�
� b + 

4
a

 ⎞⎠ ≥ 9　（15点）

⑵ x > - 2のとき，x + 
9

x + 2
のとり得る値の最小値と，そのときの xの値をそれ

ぞれ求めよ。（20点）

2
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　　　次の各問いに答えよ。（配点　50）
⑴ a > 0，b > 0のとき，次の不等式が成り立つことを証明せよ。また，等号が成り
立つのはどのようなときか調べよ。

　ⅰ　 a
2

 + 
1
a

 ≥ 2
　
（15点）

　ⅱ　�� a + 
1
b

 ⎞⎠ 
�
� b + 

4
a

 ⎞⎠ ≥ 9　（15点）

⑵ x > - 2のとき，x + 
9

x + 2
のとり得る値の最小値と，そのときの xの値をそれ

ぞれ求めよ。（20点）

⑴ このタイプの問題では，どの 2つの正の数に対して相加・相乗平均の関係を適用
するか，がポイントになる。証明する不等式の右辺が定数であることに注意して，
積が定数になる 2数を探してみると…。
⑵ 与えられた式の形のままでは，相加・相乗平均の関係を適用しても右辺が定数に
ならないため，これが定数になるような工夫が必要である。

⑴ⅰ　a > 0より

a
2

> 0， 1
a

> 0

　だから，相加・相乗平均の関係より

a
2

 + 
1
a

≥ 2 
a
2
･ 1

a

 = 
2
2

 = 2 （証明終）

　　そして，等号が成り立つのは

a
2

 = 
1
a
　すなわち　a2 = 2

　より
a = 2  のとき　（答）

　ⅱ　与えられた不等式の左辺を展開すると

�
� a + 

1
b

 ⎞⎠ 
�
� b + 

4
a

 ⎞⎠ = ab + 4 + 1 + 
4
ab

 = ab + 
4
ab

+ 5

2

攻略点

解　答

▼▼

必ず確認するようにす
ること。

▼

等号成立条件を求め
る。
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　ここで，a > 0，b > 0より

ab > 0， 4
ab

> 0

だから，相加・相乗平均の関係より

ab + 
4
ab

+ 5 ≥ 2 ab･ 4
ab

+ 5

 = 2･2 + 5 = 9 （証明終）
　そして，等号が成り立つのは

ab = 
4
ab
 すなわち a2b2 = 4

　より
ab = 2のとき　（答）

⑵ 与えられた式を変形すると

x + 
9

x + 2
 = x + 2 + 

9
x + 2

- 2

　ここで，x > - 2のとき

x + 2 > 0， 9
x + 2

> 0

　だから，相加・相乗平均の関係より

x + 2 + 
9

x + 2
- 2 ≥ 2 ( x + 2 )･ 9

x + 2
 - 2

 = 2･3 - 2

 = 4

　そして，等号が成り立つのは

x + 2 = 
9

x + 2
 すなわち ( x + 2 )2 = 9

　より
x + 2 = 3

…　x = 1

　のときである。
　　以上より，求める最小値と，そのときの xの値は

最小値：4　（ x = 1のとき）　（答）

▼

必ず確認するようにす
ること。

▼

等号成立条件を求め
る。

▼

分母の x + 2と同じも
のをつくる方針で変形
するのがポイント。

▼

最小となるときの x の
値を求めるために，等
号成立条件を求める。
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次の各問いに答えよ。（配点 50) 
(1) a>O. b>Oのとき次の不等式が成り立つことを証明せよ。また．等号が成り

立つのはどのようなときか調べよ。

(i)予＋い亨(15点）

(ii) (a+¾)(b+}） �9 (15点）

， (2) x>-2のとき．x+ のとり得る値の最小値と．そのときのxの値をそれx+2 

ぞれ求めよ。(20点）
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添削者指導欄

きちんと断っておきましょ
う。また明らかですが，
相加 ・ 相乗平均を用い
たときの前提として

a 1 
2 

>O - ＞O, a 
を示しておくのがT寧で
す。
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伏り

等号応立し1 伏b =-2 (I) とさ 。

a>O , b>Oよりab>Oだから＊において，
相加 ・ 相乗平均の関係を用いても早いで
しょう。

こ0/
， 証明なので，a>O, b>O 
｛ より
: ab>O 

を述べてから「 �o 」を
示しましょう。また結論

（左辺）こ（右辺）
を明記しておいてくださ
い。

解答は裏面に続けてかまいません→»→» ⑥
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