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３章

複素数平面１：ポイント整理 学習時間のめやす 45分

 2

1．複素数平面
＜ 1- 1　複素数平面＞

a bi= +a a b xy a b，^ h

xy 1

a b，^ h a bi= +a 複
素数平面 x 実軸 y 虚軸

a A A a^ h

点 a O

＜ 1- 2　共役な複素数＞
a bi= +a a b a bi- a 共役な複素数 a

bi a bi a bi a ba 2 2 2 2= + - = - = +a a ^ ^ ^h h h

a a

a b

， ， ， ，+ = + - = - = =a b a b a b a b ab a b
b

a

b

a
c m =a a^ h

a , =a a

a 0 , =-a a

a bi= +a a bi= -a

a a

xy a b，^ h a b，-^ h

a bi a bi- =- + =- -a ^ h

a bi a bi- =- - =- +a ^ h

a -a

a - a

共役な複素数の対称性
a a

a a

a -a

a - a

PM2YA1-Z1J1-01
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＜ 1- 3　複素数の絶対値＞
a O a 絶対値 a

a bi= +a a b

a bi a b2 2= + = +a

a

a b a b0 0 00 2 2
, , ,+ = = = ==a a

b 0= a a

a a2= =a

複素数の絶対値
a b

2=a a a

=- =a aa

=ab a b

0= ]
b

a

b

a
b^ h

a bi= +a a b a bi= -a

a bi a bi a bi a b2 2 2 2 2= + - = - = + =a a a^ ^ ^h h h

a bi= +a a b

a bi a b a b2 2 2 2= - = + - = + =a a^ h

a bi a b a b2 2 2 2- =- - = - + - = + =a a^ ^h h

2 2
$ $= = = = =ab ab ab ab a b a a b b a b a b^ ^h h

$= =
b

a
b b a

b

a
` =

b

a

b

a

＜ 1- 4　極形式＞
0 a bi= +a a b P

OP r OP x

i

cos sinr a r b r， ，= = =a i i

a

cos sinr i= +a i i^ h

a 極形式 r a i

a 偏角 a arga arg argument i

0 21Ei r - 1 Er i r i OP

a 1 i

arg n2= +a i r n

i 0 21Ei r - 1 Er i r i 1

0=a r 0= =a

PM2YA1-Z1J1-02
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複素数の極形式
a bi 0= + ]a a^ h

cos sinr i= +a i i^ h

r a b2 2= = +a

arg=i a

2．複素数の演算の図形的意味
＜ 2- 1　実数倍・加法・減法＞

k a bi= +a a b 0

k k a bi ka kbi= + = +a ^ h

P ka^ h 2 O A a^ h

k 02 O A

k 01 O A

P O k k=a a

原点を含む 3点が一直線上に存在する条件
a b 0]a

3 0 a b

k, =b a k

2 a bi= +a c di= +b a b c d

a bi c di+ = + + +a b ^ ^h h

a c b d i= + ++^ ^h h

b c

d 複素数 bだ
けの平行移動

3 O A a^ h B b^ h

P +a b^ h OA OB 2 4

2つの複素数の和と平行移動
2 a b +a b

a b

3  0 a b 4 0 a +a b b 4

PM2YA1-Z1J1-03
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2 a b

= + --a b a b^ h

3 O A a^ h B b^ h -b

Bl P -a b^ h OA OBl 2 4

B b^ h B -bl ^ h O 4 O

P -a b^ h A a^ h B b^ h 4 4

2 A a^ h B b^ h

O P -a b^ h -a b

複素数平面上の 2点間の距離
2 a b

-a b

＜ 2- 2　乗法・除法＞
a bi= +a c di= +b a b c d

a bi c di ac bd ad bc i= + + = - + +ab ^ ^ ^ ^h h h h

cos sin cos sinr i r i1 1 1 2 2 2，= + = +a i i b i i^ ^h h

cos sin cos sinr i r i1 1 1 2 2 2$= + +ab i i i i^ ^h h

cos cos sin sin cos sin sin cosr r ir r1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2= - + +i i i i i i i i^ ^h h

3

cos cos cos sin sin1 2 1 2 1 2+ = -i i i i i i^ h

sin sin cos cos sin1 2 1 2 1 2+ = +i i i i i i^ h

ab

cos sinr r i1 2 1 2 1 2= + + +ab i i i i^ ^h h" ,

ab

a O 2i

O r2

cos sinr i2 2 2= +b i i^ h a

r 122 a

r0 121 1 a

r 12= a

PM2YA1-Z1J1-04
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cos sini i
2 2

= +
r r

cos sinr i= +a i i^ h

cos sini i r i$= +a i i^ h

cos sinr i
2 2

= + + +i
r

i
r

c cm m' 1

i a
2
r

2つの複素数の積
a b 0 cos sinr i1 1 1= +a i i^ h cos sinr i2 2 2= +b i i^ h

cos sinr r i1 2 1 2 1 2= + + +ab i i i i^ ^h h" ,

r r1 2= =ab a b

arg arg arg1 2= + = +ab i i a b^ h

 2 a b ab a O argb

O b

a bi= +a c di= +b 0]b

c di
a bi

c d
ac bd

c d
bc ad

i2 2 2 2=
+
+

=
+
+

+
+
-

b

a

cos sin cos sinr i r i1 1 1 2 2 2，= + = +a i i b i i^ ^h h

cos sin cos sin

cos sin cos sin

r i r i

r i r i

2 2 2 2 2 2

1 1 1 2 2 2

$

$
=

+ -

+ -

b

a

i i i i

i i i i

^ ^

^ ^

h h

h h

cos cos sin sin sin cos cos sin

r

r r
i

r

r r

2

2

1 2 1 2 1 2

2

2

1 2 1 2 1 2=
+

+
-i i i i i i i i^ ^h h

3

cos cos cos sin sin1 2 1 2 1 2- = +i i i i i i^ h

sin sin cos cos sin1 2 1 2 1 2- = -i i i i i i^ h

cos sin
r

r r

r

r r
i

2

2

1 2

1 2

2

2

1 2

1 2= - -+
b

a
i i i i^ ^h h

cos sin
r

r
i

2

1

1 2 1 2= - + -i i i i^ ^h h" ,

a O 2-i

O
r
1

2

PM2YA1-Z1J1-05
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2つの複素数の商
a b 0 cos sinr i1 1 1= +a i i^ h cos sinr i2 2 2= +b i i^ h

cos sin
r

r
i

2

1

1 2 1 2= - + -
b

a
i i i i^ ^h h" ,

r

r

2

1= =
b

a

b

a

arg arg arg1 2= - = -
b

a
i i a b

 2 a b
b

a
a O arg- b

O
1
b

1 i
2
3

2
1

= +a O
2
r

z1

cos sinw i i
2 2

= + =
r r

z1

z w1=a

i i
2
3

2
1

= +c m

i
2
1

2
3

=- +

2 i
2
3

2
1

= +a i
2
3

2
3

=- +b
2
r

z2

b O

a

i i
2
3

2
1

2
3

2
3

- = + - - +a b c cm m

i3= -

O
2
r

w i i3- = -a b^ ^h h

i1 3= +

O b z2

z w2= - +a b b^ h

i i1 3
2
3

2
3

= + + - +^ ch m

i
2

2 3
2

3 2 3
=
-

+
+

PM2YA1-Z1J1-06
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原点以外の点における回転
a b i z1

cos sinz i1= + - +i i a b b^ ^h h

a b i b r z2

cos sinz r i2= + - +i i a b b^ ^h h

3．ド・モアブルの定理
＜ 3- 1　ド・モアブルの定理＞

1 i

cos sinz i= +i i

z

cos sin cos sinz i i2 2= + = + + +i i i i i i^ ^ ^h h h

cos sini2 2= +i i

cos sin cos sin cos sinz i i i2 2 2 23= + + = + + +i i i i i i i i^ ^ ^ ^h h h h

cos sini3 3= +i i

n

cos sinz n i nn= +i i

n 1=

n k=

z z zk k1=+

cos sin cos sink i k i= + +i i i i^ ^h h

cos sink i k1 1= + + +i i^ ^h h

n k 1= +

n

z z
z

1
1n

n

0 ，= =-
n

cos sin
cos sinz

z n i n
n i n

1 1n

n= =
+

= - + -
i i

i i
- ^ ^h h

ド・モアブルの定理
 n

cos sin cos sini n i nn+ = +i i i i^ h

PM2YA1-Z1J1-07
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＜ 3- 2　n乗根＞
n

z 1n=

z 1の n乗根
1 3

z 13=

z z z3 3= z 1

cos sinz i= +i i

cos sinz i3 3= +i i^ h

cos sini3 3= +i i

z 13=

cos

sin

3 1

3 0

=

=

i

i
)

k3 2=i r

` k
3
2

=i r k

0 21Ei r 0
3
2

3
4， ，=i r r

cos sin cos sin cos sinz i i i0 0
3
2

3
2

3
4

3
4， ，= + + +r r r r

i i
1

2
1 3

2
1 3， ，=

- + - -

i
2

1 3
=
- +

~ ~
3
2
r

i
2

1 3 2-
=

-
~

1 3 1 ~
2
~ 3

3

PM2YA1-Z1J1-08
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1 n

z 1n=

z 1 cos sinz i= +i i

cos sinz in n= +i i^ h

cos sinn i n= +i i

z 1n=

cos

sin

n

n

1

0

=

=

i

i
)

n k2=i r

`
n
k2

=i
r

k

0 21Ei r i k n0 2 11， ， ， ，= -g

1 1 n

1の n乗根
n z 1n= z n

cos sinz
n
k

i
n
k

k n
2 2

0 1 2 1k ， ， ， ，= + = -g
r r

^ h

PM2YA1-Z1J1-09
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複素数平面１：重要例題 学習時間のめやす 各10分

1

2
2
b

2
b

2 2=b b

3 1

1 i3 2= +a

ia
i
a

2
+a a

2
-a a

2 i1 2= +b
2
b

2
b

3 i 0 21Ei r

i
2
1

2
1

- + i1 3-

☞ ポイント整理 1

着眼

1 2 52 2= + =b

5 52 2= =b ^ h

i1 3 2- =

2

1 ⅰ i i i3 2 2= +a

i2 3=- +

ⅱ
i i

i i
1
2 3

2= =
-
- +a a

i2 3= -

ⅲ
2
+a a

i i
2

3 2 3 2
=

+ + -^ ^h h

3=

ⅳ i
i

i
2 2

3 2
2

3 2
=

+
=

- --a a ^ ^h h

右上図 答
2 ii i i1 2 2 21 2 3 42 2 2

$= + += + =- +b ^ ^h h 答
3 4 52 2 2 2= = - + =b b ^ h 答

3 ⅰ cos sinii
2
1

2
1

4
3

4
3

- + = +r r 答

ⅱ i1 3-

i2
2
1

2
3

= -c m

sincos i
3
5

2
3
5

= +r rc m 答

解答

PM2YA1-Z1J1-10
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1

a bi= +a a b
2=a a a

2

1= = =a b c

1 a b

22 2 2 2+ + - = +a b a b a b^ h

2 a b c 1= = =a b c  

1 1 1
+ + = + +
a b c

a b c

0+ + ]a b c
+ +
++

a b c

ab bc ca

☞ ポイント整理 1

2=a a a

! !=a b a b

12= =a a a

 

w
z

w
z

=

1
2 2+ + -a b a b

= + + + - -a b a b a b a b^ ^ ^ ^h h h h

= + + + - -a b a b a b a b^ ^ ^ ^h h h h

= + + + + - - +a a a b a b b b a a a b a b b b^ ^h h

2 2= +a a b b

2 2 2= +a b^ h 

2 ⅰ 1= = =a b c

1 1 1， ，= = =a a b b c c

`
1 1 1， ，= = =
a

a
b

b
c

c

1 1 1
+ + = + +
a b c

a b c

= + +a b c

= + +a b c

ⅱ
+ +

= + +
abc

ab bc ca
a b c

`
+ +
+

=
+
a b c

ab bc ca
abc

1= = =a b c

1
+ +
+ +

= =
a b c

ab bc ca
a b c 答

着眼

解答

PM2YA1-Z1J1-11



37

複
素
数
平
面
１
：
重
要
例
題

３章

1 2]a a

3 1a 2a 3a
2 1

3 1 実数,
-

-
=

a a

a a
^ h

z 2 1a 2a
z

2 1

1 実数,
-

-
=

a a

a
^ h

0 r z 1]a

arg
z

0
2 1

1
,

-

-
=

a a

a
r

2

 2 z w w 0]

z kw= k  

3 a b c

3 a b c

k k ki2 2- = +b a^ h

 k- = -c a b a^ h

k4 2=

a k1 2- =

 a 5=

3 a b c -a a

O

3 a b c

, 3 0 -b a -c a

, k- = -c a b a^ h k

ai i a i3 1 4 1- = + - - + = + -c a ^ ^ ^h h h

i i i1 3 1 2 2- = + - - + = +b a ^ ^h h

i
a i
2 2

4 1
-
-

=
+

+ -
b a

c a ^ h

i
a

i
i i

2 1
4 1 1

1
=

+
+ -

-
-

^ ^

^ ^

h h

h h" ,

a a i
4

3 5
=

+ + -^ ^h h

a 5 0- = ` a 5= 答

解説

着眼

解答

☞ ポイント整理 2- 1

3 i1=- +a i1 3= +b ai3= +c a a

PM2YA1-Z1J1-12
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1 a

i

cos sini+i i a^ h

2 a b i

cos sini+ - +i i a b b^ ^h h  

cos sinw i
6 6

= +
r r

i
2
3

2
1

= +

1 z1

z w1= a

i i
2
3

2
1

3= + +c ^m h

i i
2
3

2
3

2
3

2
1

= + + -

i1 3= + 答
2 i1= +b

z2

z w2= - +a b b^ h

i i i i
2
3

2
1

3 1 1= + + - + + +c ^ ^ ^m h h h" ,

i i
2
3

2
1

3 1 1= + - + +c ^ ^m h h

i i
2

3 3
2
3 1

1=
-

+
-

+ +c ^m h

i
2

5 3
2

1 3
=
-

+
+ 答

着眼

解答

i3= +a

1 a O
6
r

2 a i1+
6
r

☞ ポイント整理 2- 2

PM2YA1-Z1J1-13
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1 a bi+ a b i1 3+

2

 i2 2- +

z r

i

1 cos sini i i1 3 2
2
1

2
3

2
3 3

+ = + = +
r r

c cm m

cos sini i1 3 2
3 3

6 6
6

+ = +
r r

^ ch m

cos sini64 6
3 3

6$ $= +
r r

c cm m' 1 64= 答

2 i i2 2 2 2
2
1

2
1

- + = - +c m

sincos i2 2
4
3

4
3

= +r rc m

cos sinz r i r 0 0 2，= + 2 1Ei i i r^ ^h h

cos sin cos sinr i i3 3 2 2
4
3

4
33 + = +i i r r^ ch m

r 2 23=

k3
4
3

2= +i r r k

r 23 3= ^ h r 02

r 2=

k
4 3
2

= +i
r

r 0 21Ei r

4 12
11

12
19， ，=i

r
r r

3 z1 z2 z3

cos siniz 2
4 41= +
r r

c m

cos siniz 2
12
11

12
11

2= +r rc m

cos siniz 2
12
19

12
19

3= +r rc m

右図 答

着眼

解答

1 i1 3 6+^ h

2 z z i2 23=- +

☞ ポイント整理 3

PM2YA1-Z1J1-14
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次の関数の極限が存在するかどうかを調べ，存在するときはその極限を求めよ。 (25点)

⑴ lim
x!¡1

x3+1
x+1 3

(6点) ⑵ lim
x!¡1

x3+1
x+1 3

(8点)

⑶ lim
x!0

sin2 x
1¡cos 3x (5点) ⑷ lim

x!1
# x+2x ;

x

(6点)

３章[ 見本 ]  専科　数学Ⅲ基礎　添削問題



ZMBJA1-Z1C4-01

次の関数の極限が存在するかどうかを調べ，存在するときはその極限を求めよ。 (25点)

⑴ lim
x!¡1

x3+1
x+1 3

(6点) ⑵ lim
x!¡1

x3+1
x+1 3

(8点)

⑶ lim
x!0

sin2 x
1¡cos 3x (5点) ⑷ lim

x!1
# x+2x ;x (6点)

関数の極限についての計算問題で，基本的な極限の扱いを確認するのがねらいである。関数の極
限も数列の極限と考え方はほとんど同じで

“いかにして不定形を解消するか”
がポイントであり，そのための変形方法に十分慣れておくことが大切である。

⑴ ¡1
1
の不定形となる分数関数の極限であり，分母・分子の最も速く大きくなる項に着目すれ

ばよい。ひとまず，分母の絶対値をはずすことから始めよう。

⑵ 0
0
の不定形であり，これを解消するために分母・分子の約分に気づきたい。⑴と同様分母の

絶対値をはずすことから始めればよいが，このときに x!¡1+0の場合と x!¡1¡0の場合を
分けて考えることが必要となる。片側極限と極限の関係に注意しよう。

⑶ これも 0
0
の不定形である。3角関数の極限では

lim
□!0

sin□
□ =1

を用いることが多く，この形にもち込むことを考えればよい。

⑷ 与式の一部分だけの極限を先にとって，“lim
x!1

x+2
x =1から，lim

x!1
# x+2x ;x=lim

x!1
1x=1”な

どとすることはできない。本問では，底!1，指数!1となっていることから，自然対数の底 e
の定義

lim
□!1

$1+ 1
□ <□=e

の利用を考えよう。

・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・

▲ まず，絶対値記号をはずす。
x!¡1のときを考えるので，
x<¡1として構わない。

⑴ x!¡1のときを考えるので，x<¡1としてよく
x+1 =¡(x+1) ∴ x+1 3=¡(x+1)3

したがって

lim
x!¡1

x3+1
x+1 3

= lim
x!¡1

T¡ x3+1
(x+1)3

l
= lim
x!¡1

X¡ 1+
1
x3

#1+ 1x ;3 p ▲ 分母・分子を x3 (Ë0)で割る。

=¡1 (答)

[ 見本 ]  専科　数学Ⅲ基礎　解答解説



ZMBJA1-Z1C4-02・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・

▲「x!¡1」の極限を考えるので，
「x!¡1+0」
と
「x!¡1¡0」
の 2つの片側極限に分けて調
べる。

⑵ x+1 3=U(x+1)3 (x>¡1のとき)
¡(x+1)3 (x<¡1のとき)

であるから

lim
x!¡1+0

x3+1
x+1 3

= lim
x!¡1+0

x3+1
(x+1)3

▲ まず，x!¡1+0のときの極限
を考える。

= lim
x!¡1+0

(x+1)(x2¡x+1)
(x+1)3

▲ 分子が因数分解できる。= lim
x!¡1+0

x2¡x+1
(x+1)2

▲ 分母・分子を x+1 (Ë0)で割
ることにより，不定形が解消さ
れた。

ここで，x!¡1+0のとき
(x+1)2!+0，x2¡x+1!3

であるから

lim
x!¡1+0

x3+1
x+1 3

=+1

一方，同様にして

lim
x!¡1¡0

x3+1
x+1 3

= lim
x!¡1¡0

T¡ x3+1
(x+1)3

l ▲ 次に，x!¡1¡0のときの極限
を考える。

= lim
x!¡1¡0

T¡ x2¡x+1
(x+1)2

l
であり，x!¡1¡0のとき

(x+1)2!+0，x2¡x+1!3
であるから

lim
x!¡1¡0

x3+1
x+1 3

=¡1

▲「解説 1」参照。以上より， lim
x!¡1+0

x3+1
x+1 3

Ë lim
x!¡1¡0

x3+1
x+1 3

だから

lim
x!¡1

x3+1
x+1 3

は存在しない。 (答)
▲ 分母・分子に 1+cos 3xをかけ

た。別解は「解説 2」を参照せ
よ。

⑶ lim
x!0

sin2 x
1¡cos 3x =limx!0

sin2 x(1+cos 3x)
1¡cos2 3x

=lim
x!0

sin2 x(1+cos 3x)
sin2 3x

=lim
x!0

T 1+cos 3x
9

¢# sinxx ;2¢# 3x
sin 3x ;2l ▲ lim

µ!0

sinµ
µ =1

を利用する。
=
1+1
9
¢1 ¢1

=
2
9

(答)

▲ eの定義を利用できる形に変形
していく。

⑷ lim
x!1

# x+2x ;x=lim
x!1

#1+ 2x ;x

=lim
x!1

U%1+ 1
x
2

=
x
2 m

2

=e2 (答) ▲ lim
h!1

#1+ 1h ;h=eより。



ZMBJA1-Z1C4-03

1 片側極限
⑵では，片側極限と極限の関係

lim
x!a¡0

f( x )= lim
x!a+0

f( x ) () lim
x!a
f( x )が存在する

を用いたわけで，本問では左極限と右極限のそれぞれが

lim
x!¡1¡0

x3+1
x+1 3

=¡1， lim
x!¡1+0

x3+1
x+1 3

=+1

のように異なるので，“極限は存在しない”ということになる。
2 ⑶変形の仕方を変えて…
⑶は 2倍角の公式 cos 2µ=1¡2 sin2 µから導かれる

1¡cos'=2sin2
'
2

を用いて次のように変形してもよい。

lim
x!0

sin2 x
1¡cos 3x =limx!0

sin2 x

2 sin2
3x
2

=lim
x!0

X# sinxx ;2 ¢' 3x
2

sin
3x
2

?
2

¢
2
9
p= 2

9

なお，本問とほぼ同様の変形によって

lim
x!0

1¡cosx
x2

=
1
2

が得られるが，この結果は利用価値が高いので，準公式として覚えておいてもよいだろう。本問も
上式に帰着させると

lim
x!0

sin2 x
1¡cos 3x =limx!0

T 1
9
¢
(3x)2

1¡cos 3x ¢# sinxx ;2l
=
1
9
¢2 ¢1=

2
9

のように求められる。
3 3角関数の極限，eの定義
3角関数の絡んだ極限の問題では

lim
□!0

sin□
□ =1

を，また，「n の式の n 乗」のような形の極限では自然対数の底 eの定義

lim
□!§1

$1+ 1
□ <□=e， lim

□!0
(1+□)

1
□ =e

を用いることが多い。このとき，極限の中身の式において□の部分には同じものが入らなくてはい

けないことに注意しよう。たとえば，lim
x!0

sin 2x
x =1などとはならず，正しくは

lim
x!0

sin 2x
x =lim

x!0
2 ¢
sin 2x
2x =2

とする必要があるわけだ。




