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【1】Pを表す複素数 z は

P P′

P′′

θ

α

Q
r

実軸O

z = r(cos θ + i sin θ) (0 ≦ θ < 2π)

とおける. P′，P′′ を表す複素数はそれぞれ
√

2z,
√

2z(cosα+ i sinα)

とおけるので，Qを表す複素数 w は

w = r +
√

2(cosα+ i sinα)z
√

2(cosα+ i sinα) = β とおくと
w = r + βz

これより
w

z
= 1

z
(r + βz) = 1

r
z + β (∵ z

2
= z · z = r2)

∴ z = r
(

w

z
− β

)

z = r だから

z = r ∴
w

z
− β = 1

複素数 w
z
が表す点は, 点 β を中心, 半径 1 の円周上を動く (下図参照). ここで，

β

√

2

1

1

α

実軸O

β =
√

2 であり

sin π

4
=

√

2
2

そして， π
4

< α <
3
4
π だから，右図より

α−
π
4

≦ arg w
z

≦ α+ π
4

α −

π

4
≦ ∠POQ ≦ α +

π

4
　（答）

【配点の目安】
配点：25点

□1 Qに対応する wを z，α，rで表して · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·7点
□2

w

z
− β = 1に相当する内容に · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 8点

□3 答に · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 10点

【 】対称性より，点 が線分 上にあるときについて考えればよく，さらに と
おくとき， の場合について調べればよい．

のとき
影の面積は，右図において

ここで， ， ， より

となるので

また， より

したがって，影の面積 は

のとき

と同様に右図において

となるから

また， であるから，影の面積 は

したがって， とおくことにより，影の面積（ とおく）は

となる．よって

のとき

のとき
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【 】 を表す複素数 は

実軸

とおける ， を表す複素数はそれぞれ

とおけるので， を表す複素数 は

とおくと

これより

だから

複素数 が表す点は 点 を中心 半径 の円周上を動く 下図参照 ここで，

実軸

であり

そして， だから，右図より

　（答）

【配点の目安】
配点： 点

□ に対応する を ， ， で表して 点
□ に相当する内容に 点

□ 答に 点

【2】対称性より，点 Pが線分 AB上にあるときについて考えればよく，さらに AP = x と
おくとき，0 ≦ x ≦

3
2
の場合について調べればよい．

( i ) 0 ≦ x ≦ 1 のとき

A B

CD

E

F

G

H

I

P

Q

R

x 1− x

影の面積は，右図において
QC× 1 + RC× 1

ここで，PE = 1− x，EH = 2，HG = 1 より

GQ = 1
2
PE = 1− x

2

となるので

QC = 2−GQ = x+ 3
2

また， BR
PB

= FI
PF

より

BR = FI
PF

· PB = 3− x
2− x

したがって，影の面積 f(x) は

f(x) = x+ 3
2

+
(

3− 3− x
2− x

)

= x
2

+ 1
x− 2

+ 7
2

( ii ) 1 < x ≦
3
2
のとき

A B

CD G

P

Q

R

x

( i )と同様に右図において
QG = 2(x− 1)

となるから
QC = 2x

また，BR = 3− x
2− x

であるから，影の面積 f(x) は

f(x) = 2x+
(

3− 3− x
2− x

)

= 2x+ 1
x− 2

+ 2

したがって，2− x = t とおくことにより，影の面積（g(t) とおく）は

g(t) =











9
2

−
t
2

−
1
t

(1 ≦ t ≦ 2)

6− 2t− 1
t

(

1
2

≦ t < 1
)

となる．よって
1
2

< t < 1のとき g′(t) = −2 + 1
t2

1 < t < 2のとき g′(t) = −
1
2
+ 1

t2
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となるから，増減表は以下のようになる．

t
1
2

· · ·
√
2
2

· · · 1 · · ·
√
2 · · · 2

g′(t) + 0 − + 0 −
g(t) 3 ր ց 3 ր ց 3

ここで

g

( √
2
2

)

= 6− 2
√
2, g(

√
2) = 9

2
−
√
2

であるから，

g

( √
2
2

)

− g(
√
2) = 3

2
−
√
2 > 0

より

頂点からの距離が 2 −

√

2

2
のとき最大値 6 − 2

√

2 をとり，

頂点からの距離が 0, 1,
3

2
のとき最小値 3 をとる． （答）

【配点の目安】
配点：25点

□1 0 ≦ x ≦ 1のときの f(x)に · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·5点
□2 1 < x ≦

3
2
のときの f(x)に · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 5点

□3 増減表に · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 5点
□4 最大値に · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 5点
□5 最小値に · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 5点

【 】 整数 に対して， は の単調増加関数である． なので， を から
ずつ増加していけば， を超えない最大の がただ つある．それを と
すればよい． （証終）
与えられた条件から， である．
そして

と推測できる．
のとき， だから成り立つ．
のとき，成り立つとすると

で成り立つ．
以上より 数学的帰納法により

が成り立つことが示された．
の をとれば， は に関して単調増加なので

ここで， とすると， となり矛盾するから ．
よって

また， で より大きい底 の対数をとると，
であるから

よって

つまり

が成り立つ． （証終）
の結果は任意の について成り立つので， より

が成り立つ． によらず一定なこの値を とすると， である．
より

　（答）
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となるから，増減表は以下のようになる．

ここで

であるから，

より

頂点からの距離が のとき最大値 をとり，

頂点からの距離が のとき最小値 をとる． （答）

【配点の目安】
配点： 点

□ のときの に 点
□ のときの に 点

□ 増減表に 点
□ 最大値に 点
□ 最小値に 点

【3】( 1 ) 整数 x に対して，lx は x の単調増加関数である．1 < kn なので，x を 0 から 1

ずつ増加していけば，kn を超えない最大の x がただ 1つある．それを m − 1 と
すればよい． （証終）

( 2 ) 与えられた条件から，akn+1 = akn + ak である．
そして

ak2 = 2ak, ak3 = 3ak, · · · , akn = nak

と推測できる．
( i ) n = 1 のとき，ak1 = ak = 1ak だから成り立つ．
( ii ) n = N のとき，成り立つとすると

akN+1 = akN + ak = Nak + ak = (N + 1)ak

で成り立つ．
以上より 数学的帰納法により

akn = nak

が成り立つことが示された．
( 1 )の m をとれば，ak は k に関して単調増加なので

alm−1 ≦ akn < alm ∴ (m− 1)al ≦ nak < mal

ここで，al ≦ 0とすると，akl ≦ ak となり矛盾するから al > 0．
よって

m− 1 ≦
nak
al

< m

また，( 1 )で 1より大きい底 e の対数をとると，(m− 1) log l ≦ n log k < m log l

であるから

m− 1 ≦
n log k
log l

< m

よって

(m− 1)−m <
nak
al

−

n log k
log l

< m− (m− 1)

つまり

−

1
n

<
ak
al

−

log k
log l

<
1
n

(n = 1, 2, · · · )

が成り立つ． （証終）
( 3 ) ( 2 )の結果は任意の n について成り立つので， lim

n→∞

1
n

= 0 より

ak
al

−

log k
log l

= 0 ∴
ak
log k

=
al
log l

が成り立つ．k によらず一定なこの値を C とすると，ak = C log k である．
a2 = a より

C = a
log 2

∴ ak = a
log k
log 2

= a log
2
k　（答）
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【配点の目安】
配点：25点
( 1 ) 5点 ( 2 ) 12点 ( 3 ) 8点

( 1 ) □1 証明できて · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 5点

( 2 ) □1 akn = nak を示して · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·4点

□2 m− 1 ≦
nak

al
< m，m− 1 ≦

n log k
log l

< m のどちらかを示して · · · · · 4点

□3 証明を完成させて · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·4点

( 3 ) □1

ak

al
−

log k
log l

= 0を示して · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 4点

□2 答に · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 4点

【 】 円の通過する部分は下図の斜線部分になるので，求める面積 は

　（答）

辺の長さが の正方形を含む平面からの距
離が の平面を とする． による半径
の球の切り口の円の半径を とすると，こ
の球が通過する部分の による切り口の面
積は の に等しい．
よって， より

ここで， は半径 の円の の面積に等しいから

さらに

よって

　（答）

【配点の目安】
配点： 点

点 点
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【配点の目安】
配点： 点

点 点 点

□ 証明できて 点

□ を示して 点

□ ， のどちらかを示して 点

□ 証明を完成させて 点

□ を示して 点

□ 答に 点

【4】( 1 ) 円の通過する部分は下図の斜線部分になるので，求める面積 S(r) は

S(r) = 1
4
πr

2 × 4 + {42 − (4− 2r)2}+ 4r × 4

= 32r − (4 − π)r2　（答）

4

4− 2r

r

( 2 ) 辺の長さが 4 の正方形を含む平面からの距

α

4

4

k離が k の平面を α とする．α による半径 1

の球の切り口の円の半径を r とすると，こ
の球が通過する部分の α による切り口の面
積は ( 1 )の S(r) に等しい．
よって，r =

√
1− k2 より

V = 2

∫

1

0

S(
√

1− k2) dk

= 2

{

32

∫

1

0

√

1− k2 dk − (4 − π)

∫

1

0

(1 − k
2) dk

}

ここで，
∫

1

0

√
1− k2 dk は半径 1の円の 1

4
の面積に等しいから

∫

1

0

√

1− k2 dk = π

4

さらに
∫

1

0

(1− k
2) dk =

[

k − k3

3

]1

0

= 2
3

よって

V = 2
{

32 · π

4
− (4− π) · 2

3

}

=
4

3
(13π − 4)　（答）

【配点の目安】
配点：25点
( 1 ) 10点 ( 2 ) 15点
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( 1 ) □1

1
4
πr2 × 4 + {42 − (4− 2r)2}+ 4r × 4 に · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 5点

□2 答に · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 5点

( 2 ) □1 V = 2

∫
1

0

S(
√
1− k2) dk に · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 5点

□2 答に · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 10点

7



□ に 点

□ 答に 点

□ に 点

□ 答に 点

7
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